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Аннотация. Предлагается подход к построению математических моделей токовой зависимости
ёмкости электродных материалов. Подход предполагает анализ вероятностей свершения благоприятных
и неблагоприятных событий на элементах электрических эквивалентных схем, которыми можно моде-
лировать электрод. Предложено несколько вероятностных моделей, соответствующих разным комбина-
циям конденсатора, элемента Варбурга, элемента постоянной фазы в электрической схеме. В качестве
примеров иллюстрируется обоснование конкретных моделей для описания экспериментальных токовых
зависимостей ёмкости композитных электродов на основе Li3V2(PO4)3 или Li4Ti5O12 с углеродным на-
номатериалом. Подход позволяет аппроксимировать такие зависимости для широкого диапазона токовых
нагрузок – от 0.1 до 50 C.
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Abstract. An approach for constructing mathematical models of the current dependence of the capacity of
electrode materials is proposed. The approach involves analyzing the probabilities of favorable and unfavorable
events occurring on the elements of electrical equivalent circuits that can be used to model the electrode. Several
probabilistic models that correspond to different combinations of a capacitor, a Warburg element and a constant
phase element in an electrical circuit are proposed. As an example, the validation of specific models to describe
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ВВЕДЕНИЕ

Одной из особенностей химических ис-
точников тока следует считать существен-
ную зависимость их электроёмкости от ско-
рости заряда или разряда. Высокая скорость
заряда и разряда критична для ряда приме-
нений [1].

Работа химического источника тока как
электрохимической системы сопровождает-
ся переносом заряда через границы между
проводником ионов и проводником электро-
нов (фарадеевскими реакциями), через дру-
гие границы проводников и вдоль поверх-
ности раздела фаз, а также переносом ионов
или электронов внутри каждого проводника
соответственно направлению электрическо-
го тока и знаку заряда заряженной части-
цы. Перенос заряда через границу провод-
ников ионов и электронов часто сопровож-
дается последовательными с ним химиче-
скими и фазовыми превращениями, а также
физическими явлениями [2, 3].

В ряде случаев преобладающим явля-
ется перераспределение носителей заряда
вблизи межфазных границ без переноса за-
ряда через саму границу (двойной элек-
трический слой; почти на 100% отвечает
за электроёмкость суперконденсаторов) [4].

Снижение ёмкости (а равно и полноты
протекания процесса) с возрастанием токо-
вой нагрузки связано с ограниченной скоро-

стью стадий процесса, протекающего в хи-
мическом источнике тока [2]. Каждой ста-
дии можно отнести своё характеристичное
время её протекания. Иногда в последова-
тельной череде стадий можно выделить са-
мую медленную, с самым большим характе-
ристичным временем, которая будет лими-
тирующей, т. е. определять скорость всего
процесса [5].

Моделирование зависимости ёмкости
наиболее востребованных сегодня литий-
ионных аккумуляторов от скорости (тока)
заряда или разряда в широком их диапазоне
представляет значительный интерес.

Наиболее известная эмпирическая мо-
дель Пейкерта (W. Peukert), часто приме-
няемая в моделировании зависимости ём-
кости Q свинцово-кислотного аккумулято-
ра от тока разряда I, является двухпарамет-
рической [6]:

Q = Q0 / Iα.

В этой модели показатель α лишён
строгого физического смысла, но характе-
ризует наклон зависимости Q от I в ло-
гарифмических координатах, а Q0 соответ-
ствует ёмкости при единичном токе в вы-
бранных единицах измерения (для соответ-
ствия размерности предполагается, что зна-
чение тока всегда поделено на единицу из-
мерения).
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Модель Пейкерта хорошо аппроксими-
рует токовую зависимость ёмкости и литий-
ионных аккумуляторов в нешироком диа-
пазоне токов. В случае расширенного диа-
пазона токов удобно аппроксимировать от-
дельные участки зависимости вплоть до ха-
рактерного резкого спада [7]. Интересным
является обобщение уравнения Пейкерта,
предложенное авторами [8]:

Q =
Q0

erfc
(
− 1
α

) · erfc  I
Ik
−1

α

 .
Это уравнение подкреплено статистиче-
ским и электрохимическим смыслом. Q0 –
максимальная ёмкость аккумулятора; Ik –
ток, при котором ёмкость аккумулятора
в
(
erfc
(
− 1
α

))
раз меньше, чем Q0. Кроме это-

го, α и Ik чётко связаны со статистическими
параметрами распределения по переменной
I – её математическим ожиданием и диспер-
сией.

Классическая модель M. Doyle
и J. Newman [9] предполагает значитель-
ную роль стадий диффузии ионов лития
в жидком электролите, заполняющем по-
ры электрода, и в твёрдой фазе активного
материала, а также омического сопротивле-
ния. В зависимости от того, характеристич-
ное время какой стадии значительно пре-
обладает, можно применять одну из трёх
простых моделей, которые соответствуют
ограниченной диффузии в фазе раствора,
ограниченной диффузии в твёрдой фазе или
ограниченной скорости собственно элек-
трохимической реакции. Если характери-
стичные времена стадий близки, простые
модели уже не применимы. Для коммер-
ческих цилиндрических литий-ионных ак-
кумуляторов M. J. Lain и E. Kendrick [10]
показывают преобладание именно этих ли-
митирующих стадий при воздействии им-
пульсов высокой мощности, при том, что
анод также покрывается литием.

C. Heubner с соавторами предполагают
лимитирующую роль для диффузии ионов
лития в порах электродного композита [11,
12] и применяют термин «diffusion-limited

C-rate» (DLC) для обозначения граничной
скорости заряда или разряда, выше кото-
рой наблюдается резкое снижение элек-
троёмкости. Авторы учитывают несколько
возможных факторов, влияющих не столь-
ко на электроёмкость активного материала,
сколько на электроёмкость всего электрод-
ного композита, включающего связующую
и электропроводящую добавки, токоотвод
и электролит, заполняющий поры компози-
та. В работе [13] рассматриваются преиму-
щества и недостатки физических и полу-
эмпирических моделей для моделирования
ограничений в поведении электродных ма-
териалов.

Экспериментально D. Parikh с соавто-
рами [14, 15] устанавливают корреляцию
массовой нагрузки, пористости и скорости
заряда с удельной ёмкостью электродного
материала. F. Wang и M. Tang [16] пред-
лагают простую модель для прогнозирова-
ния скоростных характеристик аккумуля-
торов, в которых ограничивающим факто-
ром при зарядке (разрядке) является ион-
ный транспорт в электролите. При этом
учитывается, что электродный материал мо-
жет как характеризоваться двухфазным ме-
ханизмом интеркаляции и деинтеркаляции
ионов лития (LiFePO4), так и нет (NMC).
K. S. Mayilvahanan с соавторами уделяют
детальное внимание тому, как извилистость
пор сказывается на поведении электродного
материала [17].

Нужно понимать, что любая стадия
процесса в химическом источнике тока име-
ет свою специфику. Наиболее полный пе-
речень особенностей, ограничивающих ско-
рость заряда и разряда, рассматривают ав-
торы обзора [18], предлагая подробные тре-
бования к материалам, обеспечивающим
быструю зарядку. Диффузия ионов лития
в активном материале является основным
фактором, ограничивающим скорость заря-
да. В случае анодных материалов, если диф-
фузия становится недостаточно быстрой,
размер частиц становится важным факто-
ром в обеспечении быстрого заряда. Для
активных материалов с сильной анизотро-
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пией диффузии, таких как слоистые со-
единения, морфология частиц становится
ещё одним важным фактором. Это при-
водит к требованиям особой микрострук-
туры электрода с низкими коэффициента-
ми извилистости и оптимизированной по-
ристостью, уравновешивающим как элек-
тронную, так и ионную проводимость. Для
катода наблюдается несколько иное поведе-
ние. В случае катодных материалов на ско-
рость процесса сильнее всего оказывают
влияние изменение коэффициентов химиче-
ской диффузии Li+ и их кристаллическая
структура, а также фазовые изменения [18,
19]. Перенос в объёме жидкого электроли-
та играет менее важную роль, но существе-
нен для анода. Кроме того, представляет ин-
терес совместимость электролита с актив-
ными материалами, поскольку деградация
происходит как на анодной, так и на катод-
ной стороне [18, 20].

При больших токах и развитой поверх-
ности активных материалов или добавок су-
щественным оказывается влияние ёмкости
двойного электрического слоя. Применение
соответствующих моделей (например, при-
веденных A. Kornyshev в [21]) особенно
актуально для характеризации поведения
электродов суперконденсаторов.

Обращают на себя внимание модели,
представляющие собой уравнения, в кото-
рых в зависимости от лимитирующей ста-
дии меняется значение одного из парамет-
ров. Например, авторами [22, 23] предлага-
ется аналитическая модель, в соответствии
с которой снижение ёмкости источника то-
ка в сравнении с предельной максимальной
ёмкостью пропорционально

(Rτ)n
(
1− e−(Rτ)−n)

,

где R – ток, нормированный на реализован-
ную ёмкость; τ и n – соответственно ха-
рактеристичное время стадии и показатель,
зависящий от типа лимитирующей стадии.
Данная модель привлекает своей универ-
сальностью, и авторы развивают её в этой
работе.

1. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Адаптируем формулу, предлагаемую
в [23], к виду:

Q = Q0
[
1− (Rτ)n

(
1− e−(Rτ)−n)]

. (1)

Её можно интерпретировать так: ёмкость
Q, реализуемая за время 1

R , равна предель-
ной ёмкости Q0, умноженной на вероят-
ность P =

[
1− (Rτ)n

(
1− e−(Rτ)−n)]

осуществ-
ления электрохимического процесса, ответ-
ственного за накопление или отдачу ёмкости.
Тогда вычитаемое

[
(Rτ)n

(
1− e−(Rτ)−n)]

име-
ет смысл вероятности неосуществления про-
цесса (P̄ = 1− P) из-за ограниченной скоро-
сти одной лимитирующей стадии [24]. Роль
лимитирующей стадии при этом определя-
ется характеристичным периодом (време-
нем) τ и показателем n. Например, приня-
то, что в случае лимитирующей диффузи-
онной стадии при фарадеевских процессах
с электродными материалами в аккумуля-
торах, n = 0.5, характеристическое время –
τdi f . В случае лимитирующей стадии заряда
двойного электрического слоя в материалах
суперконденсаторов n = 1, характеристиче-
ское время – τel [23].

Проведём развитие этой модели на слу-
чай, когда нельзя выявить одну лимитирую-
щую стадию, применяя свойства вероятно-
стей.

Случаи с различными комбинациями
стадий диффузии и заряда или разряда двой-
ного электрического слоя сведены в табл. 1.
Кроме этого, можем допустить параметр n
также вариабельным, сделав его подобным
параметру элемента постоянной фазы (CPE)
в моделях эквивалентных схем при интер-
претации данных спектроскопии электро-
химического импеданса. Соответствующие
случаи представлены в табл. 2.

1.1. Параллельные стадии процесса

Если допустить, что в электроде накоп-
ление заряда возможно за счёт N парал-
лельных процессов, то вероятность неосу-
ществления целого процесса будет опреде-
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Та б лиц а 1 / T a b l e 1
Соответствие распределения стадий моделируемого процесса, фрагментов эквивалентных схем и вероятност-

ных моделей зависимости ёмкости от тока, нормированного на реализованную ёмкость
Correspondence of the distribution of stages of the simulated process, fragments of the equivalent circuits and the

probabilistic models of the capacitу dependence on the current normalized to the realized capacity

Обозначение
модели

Model identification

Эквивалентная схема* и вероятностная модель
зависимости ёмкости от тока

Equivalent circuit* and probabilistic model of capacity
dependence on the current

Вероятности
Probabilities

C Q = Q0 ·Pel P̄el = (Rτel)
(
1− e−(Rτel)−1)

Pel = 1− P̄el

P̄di f =
(
Rτdi f

)0.5 (
1− e−(Rτdi f )−0.5

)
Pdi f = 1− P̄di f

W Q = Q0 ·Pdi f

CpWp

Q = Q0
[
1− P̄di f · P̄el

]
CsWs

Q = Q0 ·Pel ·Pdi f

2p(CsWs)

Q = Q0 ·
[
1−
(
1−Pel1 ·Pdi f 1

)
·
(
1−Pel2 ·Pdi f 2

)]
2s(CpWp)

Q = Q0 ·
(
1− P̄el1 · P̄di f 1

)
·
(
1− P̄el2 · P̄di f 2

)
Примечание. * C – конденсатор, Wo – элемент Варбурга.
Note. * C – capacitor, Wo – Warburg element.

Та б лиц а 2 / T a b l e 2
Соответствие распределения стадий моделируемого процесса, фрагментов эквивалентных схем с элементом
постоянной фазы и вероятностных моделей зависимости ёмкости от тока, нормированного на реализованную

ёмкость
Correspondence of the distribution of stages of the simulated process, fragments of the equivalent circuits with the
constant phase element and probabilistic models of the capacitу dependence on the current normalized to the realized

capacity

Обозначение
модели
Model

identification

Эквивалентная схема*
Equivalent scheme*

Вероятностная модель
зависимости ёмкости от тока
Probabilistic model of capacity
dependence on the current

Вероятности
Probabilities

CPE Q = Q0 ·PCPE P̄CPE=(RτCPE)nCPE
(
1−e−(RτCPE)−nCPE

)
PCPE = 1− P̄CPE
P̄el, Pel, P̄di f , Pdi f – see Table 1

CPEpWp
Q = Q0

[
1− P̄di f · P̄CPE

]
CPEsWs Q = Q0 ·PCPE ·Pdi f

CpCPEp
Q = Q0

[
1− P̄CPE · P̄el

]
CsCPEs Q = Q0 ·Pel ·PCPE

Примечание. *CPE – элемент постоянной фазы, C – конденсатор, Wo – элемент Варбурга.
Note. *CPE – constant phase element, C – capacitor, Wo – Warburg element.
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ляться произведением вероятностей неосу-
ществления каждой из параллельных компо-
нент процесса, поэтому формула удельной
ёмкости электродного материала, реализуе-
мой за данное время, также может быть со-
ставлена путём анализа вероятностей собы-
тий [24]:

Q = Q0

1− N∏
i=1

P̄i

 , (2)

где P̄i = (Rτi)ni
(
1− e−(Rτi)−ni

)
– вероятность

неосуществления i-той стадии с характери-
стическими параметрами τi и ni.

Для случая смешанного влияния диффу-
зии и заряжения конденсатора в их парал-
лельном сопряжении получим выражение

Q = Q0
[
1− P̄di f · P̄el

]
, (3)

где P̄di f =
(
Rτdi f

)0.5 (
1− e−(Rτdi f )−0.5

)
, P̄el =

= (Rτel)
(
1− e−(Rτel)−1)

.
Такая модель, предполагающая поток

носителей заряда параллельно через конден-
сатор (модель плотного двойного электри-
ческого слоя) и элемент с распределённы-
ми параметрами (элемент Варбурга – мо-
дель диффузионной стадии, ограничиваю-
щей скорость фарадеевского процесса), мо-
жет рассматриваться аналогичной примене-
нию одного из фрагментов эквивалентных
схем при анализе электрохимического импе-
данса, в котором упомянутые элементы па-
раллельно соединяются в электрической це-
пи [25].

В табл. 1 эта модель обозначена как
«CpWp».

1.2. Последовательные стадии процесса

Если полагать, что в электроде накопле-
ние заряда возможно за счёт последователь-
ности из N этапов, вероятность осуществ-
ления целого процесса будет определять-
ся произведением вероятностей осуществ-
ления каждой из последовательных компо-
нент процесса, поэтому формула удельной

ёмкости электродного материала, реализуе-
мой за данное время, при анализе вероятно-
стей событий [24] примет вид:

Q = Q0 ·
N∏

i=1

Pi,

где Pi =
[
1− (Rτi)ni

(
1− e−(Rτi)−ni

)]
– вероят-

ность успешного осуществления i-той ста-
дии с характеристическими параметрами τi
и ni.

Если двумя последовательными компо-
нентами полагать заряд или разряд двойно-
го электрического слоя и диффузию ионов,
то влияние этих компонент будет учитывать-
ся выражением

Q = Q0 ·Pel ·Pdi f , (4)

где Pdi f = 1−
(
Rτdi f

)0.5 (
1− e−(Rτdi f )−0.5

)
, Pel =

= 1− (Rτel)
(
1− e−(Rτel)−1)

.
Такая модель может рассматриваться

аналогичной фрагменту эквивалентной схе-
мы электрической цепи, в котором конден-
сатор и элемент Варбурга связаны последо-
вательно [25].

В табл. 1 эта модель обозначена как
«CsWs».

1.3. Смешанные последовательно-
параллельные комбинации стадий процесса

Если допускать, что процесс представля-
ет собой сложную совокупность стадий, свя-
занных друг с другом и параллельно, и после-
довательно, мы также вправе применить ма-
тематический аппарат теории вероятностей
для моделирования процесса, поэтапно выде-
ляя более простые комбинации событий.

Во всяком случае, ёмкость электродного
материала определяется следующей форму-
лой:

Q = Q0 ·P, (5)
где P – вероятность успешного осуществле-
ния всего процесса, зависящая от вероятно-
стей успешного осуществления или неосу-
ществления отдельных стадий или блоков
этих стадий.
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При построении математической вероят-
ностной модели учитываем, что сумма веро-
ятностей любого благоприятного и соответ-
ствующего ему противоположного событий
равна 1.

При последовательной череде N стадий
благоприятный исход для всего блока стадий
возможен только при успешном совершении
каждой из них. Вероятность благоприятного
события для всего блока определяется про-
изведением вероятностей Pi благоприятного
события для каждой i-той стадии:

Ps =

N∏
i=1

Pi.

При параллельной совокупности N ста-
дий благоприятный исход для всего блока
возможен, когда хотя бы одна из стадий
прошла успешно. Это равнозначно событию,
противоположному неблагоприятному, когда
каждая из стадий завершится неблагоприят-
но. Поэтому вероятность благоприятного со-
бытия для блока параллельных стадий удоб-
но представить через вероятности неблаго-
приятного исхода каждой из i-той стадии:

Pp = 1− P̄p = 1−
N∏

i=1

P̄i.

Пример 1.3.1. Допускаем, что процесс
может быть смоделирован двумя параллель-
ными блоками 1 и 2, каждый из которых
включает последовательные диффузию и за-
ряд конденсатора. Иллюстрация абстрактной
эквивалентной схемы приведена в табл. 1,
случай «2p(CsWs)». Тогда получаем цепочку
тождеств:

P = Pp 1,2 = 1− P̄p 1,2 = 1− P̄1 · P̄2 =

= 1− (1−P1) · (1−P2) =
= 1−

(
1−Pel1 ·Pdi f 1

)
·
(
1−Pel2 ·Pdi f 2

)
.

Итоговая модель зависимости ёмкости
для такой комбинации стадий имеет вид:

Q=Q0 ·
[
1−
(
1−Pel1 ·Pdi f 1

)
·
(
1−Pel2 ·Pdi f 2

)]
,

где Pdi f i = 1 −
(
Rτdi f i

)0.5 (
1− e−(Rτdi f i)−0.5

)
,

Pel i = 1− (Rτel i)
(
1− e−(Rτel i)−1)

.

Получаем пятипараметровую модель,
параметрами являются Q0 и характеристиче-
ское время для каждой из четырех стадий.

Пример 1.3.2. Процесс моделируется
двумя последовательными блоками 1 и 2,
каждый из которых включает параллельные
диффузию и заряд конденсатора. Иллюстра-
ция абстрактной эквивалентной схемы приве-
дена в табл. 1, случай «2s(CpWp)». Запишем
цепочку тождеств с вероятностями событий:

P = Ps 1,2 = P1 ·P2 =
(
1− P̄1

)
·
(
1− P̄2

)
=

=
(
1− P̄el1 · P̄di f 1

)
·
(
1− P̄el2 · P̄di f 2

)
.

Итоговая модель зависимости ёмкости
для такой комбинации стадий имеет вид:

Q = Q0 ·
(
1− P̄el1 · P̄di f 1

)
·
(
1− P̄el2 · P̄di f 2

)
,

где P̄di f i =
(
Rτdi f i

)0.5 (
1− e−(Rτdi f i)−0.5

)
,

P̄el i = 1− (Rτel i)
(
1− e−(Rτel i)−1)

.
Также получаем пятипараметровую мо-

дель, параметрами являются Q0 и характери-
стическое время для каждой из четырех ста-
дий.

1.4. Учёт возможного несовершенства
двойного электрического слоя
или нелинейности диффузии

Поведение двойного электрического
слоя может отличаться от поведения обычно-
го конденсатора, если его обкладки не иде-
ально гладки или если соответствующий
слой неоднороден в распределении актив-
ных электрохимических центров по толщине,
по составу. В аналогичном случае следует
ожидать и отклонение от строгой линейности
диффузии ионов. В интерпретации данных
спектроскопии электрохимического импе-
данса в таких случаях используют элемент
постоянной фазы (CPE) [25]. Это соответ-
ствует тому, что в наших вероятностных
моделях показатель n принят вариабельным,
а не фиксированным на конкретном значении.
В таком случае этот вариабельный параметр
может принять любое значение, но чёткий
физический смысл для CPE будет только
в четырёх случаях:
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а) если nCPE = 1, то CPE – обычный кон-
денсатор;

б) если nCPE = 0.5, то CPE – элемент Вар-
бурга;

в) если nCPE = 0, то CPE – активное сопро-
тивление;

г) если nCPE = –1, то CPE – индуктивность.
Построение вероятностной модели ём-

кости электродного материала при учёте за-
ряжения CPE вместо диффузии ионов или
заряжения конденсатора осуществляется ана-
логично тому, как это сделано в пп. 1.1–1.3.
Избранные модели приводятся в табл. 2.

1.5. Дополнительное замечание

В приводимых выше формулах R – ско-
рость заряда или разряда, выражаемая отно-
шением тока к реализованной ёмкости: R =
= I

Q [20]. Часто при испытаниях электрод-
ных материалов задаётся ток, нормирован-
ный на теоретическую ёмкость. В таком слу-
чае значения R, которые необходимо принять
в моделировании, отличаются от тех значе-
ний, которые задаются экспериментатором.
Для пересчёта необходимо воспользоваться
соотношением

R =
I
Q
=

Qtheor

Q
·C,

где Qtheor – теоретическая ёмкость электрод-
ного материала или ёмкость, принятая за но-
минальную; Q – практически реализованная
ёмкость электродного материала при токе,
нормированном на теоретическую ёмкость,

C =
I

Qtheor
.

2. АПРОБАЦИЯ
ВЕРОЯТНОСТНЫХ МОДЕЛЕЙ

2.1. Методика эксперимента

Для получения данных о зависимо-
сти удельной ёмкости электродного матери-
ала от тока заряда или разряда проводи-
ли гальваностатическое циклирование при
30◦C с применением одноканального потен-
циостата Р-45Х (Элинс, Россия) в фикси-

рованном для данного вида материала диа-
пазоне потенциалов разными токами, нор-
мированными на теоретическую ёмкость.
Для электродов на основе Li3V2(PO4)3 или
Li4Ti5O12 применяли диапазон потенциалов
от 3 до 4.6 В или от 1 до 2.5 В относительно
литиевого электрода соответственно.

Применялись трёхэлектродные ячейки
с рабочим электродом на основе компози-
та Li3V2(PO4)3 или Li4Ti5O12 с углеродным
наноматериалом и с литиевыми электрода-
ми – вспомогательным и сравнения. В каче-
стве электролита применялся 0.67 М раствор
LiClO4 в смеси пропиленкарбоната и ди-
метоксиэтана (соотношение 7 : 3 по объё-
му) (АО «Литий-элемент», Россия). Электро-
лит в тестируемых ячейках был в избытке.
Сборка электрохимических ячеек осуществ-
лялась в перчаточном боксе в атмосфере ар-
гона высокой чистоты (ООО «Праксайр Вол-
гоград», Россия), высушенного с применени-
ем P2O5 и насыщенного парами используе-
мого электролита.

Рабочие электроды представляли со-
бой композит из Li3V2(PO4)3 или Li4Ti5O12
с углеродными нанотрубками и связующим
(PVDF, поливинилиденфторид; Solef®), за-
креплённый на одной стороне алюмини-
евой подложки. Соотношение компонен-
тов по массе – 80 : 10 : 10 соответствен-
но. Уровень нанесения составлял от 4.0
до 4.5 мг Li3V2(PO4)3 или Li4Ti5O12
на 1 см2.

Изготовление рабочего электрода вклю-
чало гомогенизацию суспензии порошков
в растворе PVDF в N-метилпирролидоне (хч,
АО «ЭКОС-1», Россия), нанесение на алю-
миниевую подложку толщиной 0.40 мм,
сушку в вакуумном шкафу при температу-
ре стенок не более 110◦C в течение не ме-
нее 12 ч, прокат заготовки на вальцах
В-6П (ООО «Юмо», Россия) с зазором 0.15–
0.30 мм.

Синтез материалов Li3V2(PO4)3 и
Li4Ti5O12 осуществляли по ранее описан-
ным методикам [20]. В качестве углеродного
наноматериала использовали углерод нано-
структурированный активированный «Арт-
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нано» марки НСУ «С», модифицированный
диметилформамидом (ООО «Перспектив-
ные исследования и технологии», Респуб-
лика Беларусь).

2.2. Результаты и их обсуждение

В табл. 3–5 представляем экспери-
ментальные данные, результаты анализа
в соответствии с избранными моделями
по табл. 1, 2 и расчётные данные. Рис. 1–3
иллюстрируют экспериментальные зависи-
мости удельной ёмкости от удельных токов
разряда и модельные кривые, соответствую-
щие традиционной модели Пейкерта и раз-
ным вероятностным моделям.

В соответствии с табл. 3 и рис. 1 для
электродов на основе Li3V2(PO4)3 наблюда-
ем, что зависимость удельной ёмкости от то-
ка разряда при малом (0.2 С) токе заряда хо-
рошо аппроксимируется двухпараметровой
моделью C. Вариация третьего параметра,
реализованная в модели CPE, не приводит
к значимому улучшению согласия. Вариация
трёх параметров в CsWs приводит к моде-
ли, для которой сумма квадратов отклонений
расчётных значений от экспериментальных
несколько снижается (с 4.9 до 4.4 (мА·ч/г)2).
Вариация четырёх параметров в модели ти-
па CsCPEs приводит к ещё более хорошему
согласию с экспериментальными данными,
однако к модели следует отнестись с осто-
рожностью: значение Q0 = 324 мА·ч/г, к ко-
торому должна стремиться ёмкость при ма-
лых токах, выше теоретического.

Другие модели при аппроксимации экс-
периментальных данных дают либо мень-
шее согласие (W, CpWp, CPEsWs), либо из-
за незначимости нового параметра возвра-
щают нас к уже рассмотренным моделям
(CPEpWp, CpCPEp). С учётом вышесказан-
ного токовую зависимость удельной ёмкости
электродов на основе Li3V2(PO4)3 при оди-
наковом малом (0.2 С) токе заряда мы мо-
жем уверенно аппроксимировать моделями
C, CPE, CsWs.

Случай, проиллюстрированный табл. 3
и рис. 1, является сравнительно простым –
удельная разрядная ёмкость в широком диа-

пазоне токов разряда меняется мало (для то-
ка, нормированного на теоретическую ём-
кость, при его увеличении в 250 раз фак-
тическая ёмкость уменьшается примерно
в 1.5 раза).

При рассмотрении поведения того же
материала в условиях симметричного по то-
ку заряда и разряда наблюдаем более рез-
кое снижение фактической разрядной ём-
кости при росте тока разряда (табл. 4,
рис. 2). Ни одна из двухпараметровых мо-
делей (C или W) не даёт удовлетворитель-
ного согласия рассчитываемой и экспери-
ментальной зависимости. Из трёхпараметро-
вых (CPE, CpWp или CsWs) лучше показы-
вает себя CsWs. Среди четырёхпараметро-
вых выделяется модель CsCPEs, однако, по-
добно тому, как было в предыдущем приме-
ре, мы сталкиваемся с сильно завышенной
предельной удельной ёмкостью (760 мА·ч/г).
На рис. 2, е видим, что модельная кривая
имеет необоснованную экспериментальны-
ми данными кривизну в области больших
токов. Поэтому при имеющихся эксперимен-
тальных данных отдаем предпочтение моде-
ли CsWs.

В случае с электродами на основе
Li4Ti5O12 в условиях симметричного по то-
ку заряда и разряда (табл. 5, рис. 3) подоб-
ный анализ приводит нас к предпочтитель-
ным моделям CPEpWp и CpCPEp.

Допускаем, что на основе различий в ап-
проксимирующих моделях можно высказать
суждение о том, как перераспределяются ро-
ли лимитирующих стадий электродного про-
цесса для разных случаев, но этот вопрос
остается открытым.

2.3. Апробация за пределами данной
статьи

В п. 2.2 адаптируем вероятностные мо-
дели к описанию эмпирического поведения
электродного материала без учёта его мор-
фологии. Соответствие с электрохимически-
ми эквивалентными схемами позволяет до-
пустить, что такой же подход может быть
развит и для аппроксимации зависимостей
ёмкости химических источников тока также
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Вероятностные модели ёмкости электродного материала в широком диапазоне токовых нагрузок

a/a б/b

в/c г/d

д/e е/f

Рис. 1. Результаты аппроксимации экспериментальной зависимости удельной ёмкости электродного материала
Li3V2(PO4)3 от тока разряда разными моделями (ток заряда 0.2 C): a, б – представление экспериментальных
данных в логарифмических и полулогарифмических координатах с иллюстрацией участков, к которым можно
применить модель Пейкерта; в, г, д, е – иллюстрация применимости вероятностных моделей в соответствии
с табл. 1–3, а именно: в – моделей C, W, CPE; г – моделей CpWp и CsWs; д – моделей CPEpWp и CPEsWs;

е – моделей CpCPEp и CsCPEs

Fig. 1. The results of approximation of experimental dependence of the specific capacity of the Li3V2(PO4)3 electrode
material on the discharge current by different models (the charge current is 0.2 С): a, b – presentation of the
experimental data in logarithmic and semi-logarithmic coordinates, illustrating the areas to which the Peukert’s law
can be applied; c, d, e, f – Illustration of applicability of the probabilistic models according to Tables 1–3 (c – C, W,
CPE models; d – CpWp and CsWs models; e – CPEpWp and CPEsWs models; f – CpCPEp and CsCPEs models)

69



А. В. УШАКОВ, К. С. РЫБАКОВ, А. В. ХРЫКИНА, И. М. ГАМАЮНОВА

Т
а
б
л
и
ц
а
4
/T

a
b
le

4
П
ар
ам
ет
ры

ве
ро
ят
но
ст
ны

х
мо
де
ле
й,

ап
пр
ок
си
ми

ру
ю
щ
их

эк
сп
ер
им

ен
та
ль
ны

е
за
ви
си
мо

ст
и
уд
ел
ьн
ой

ём
ко
ст
и
Li

3V
2(
PO

4)
3
от

то
ка

ра
зр
яд
а,
ре
зу
ль
та
ты

оц
ен
ки

ём
ко
ст
и
и
су
мм

ы
кв
ад
ра
то
в
ра
зн
ос
те
й.
То
к
за
ря
да

ра
ве
н
то
ку

ра
зр
яд
а

Th
e
pa
ra
m
et
er
s
of
th
e
pr
ob
ab
ili
st
ic
m
od
el
s
ap
pr
ox
im
at
in
g
ex
pe
rim

en
ta
ld
ep
en
de
nc
es
of
th
e
sp
ec
ifi
c
ca
pa
ci
ty
of
Li

3V
2(
PO

4)
3
on

th
e
di
sc
ha
rg
e
cu
rr
en
t,
th
e
re
su
lts

of
es
tim

at
io
n
of

th
e
ca
pa
ci
ty
an
d
th
e
su
m
of

sq
ua
re
s
of

di
ff
er
en
ce
s.
Th
e
ch
ar
ge

cu
rr
en
ti
s
th
e
sa
m
e
as

th
e
di
sc
ha
rg
e
cu
rr
en
t

M
od
el
ty
pe

(T
ab
le
1,
2)

C
W

C
PE

C
pW

p
C

sW
s

C
P

E
pW

p
C

P
E

sW
s

C
pC

P
E

p
C

sC
P

E
s

M
od
el
pa
ra
m
et
er
s

Q
0,
m
A
·h
/g

11
8.
51

12
6.
51

12
3.
89

12
5.
48

12
5.
77

12
3.
89

12
3.
57

12
3.
41

75
9.
60

τ
di

ff
,h

–
0.
00
31
6

–
0.
00
30
3

0.
00
27
7

[1
.5
·1

09 ]
[4
.8
·1

0−
16
]

–
–

τ
el
,h

0.
00
77

–
–

4.
09

0.
00
02
3

–
–

4.
38

0.
00
34
6

n C
P

E
–

–
0.
59
0

–
–

0.
59
0

0.
62
1

0.
58
5

0.
04
79

τ
C

P
E
,h

–
–

0.
00
39
9

–
–

0.
00
39
9

0.
00
44
9

0.
00
38
7

[3
.6
·1

09 ]

Ex
pe
ri
m
en
ta
lD

at
a
(Q

th
eo

r
=
19
7.
26

m
A
·h
/g
)

C
al
cu
la
tio
n
D
at
a

I
to

Q
th

eo
r,
1/
h

Q
,m

A
·h
/g

R
=

I
to

Q
,1
/h

Q
ca

lc
,m

A
·h
/g

0.
1

12
9.
4

0.
15
2

11
8.
37

12
3.
74

12
2.
32

12
4.
14

12
3.
18

12
2.
32

12
2.
22

12
2.
58

12
8.
03

0.
2

12
3.
7

0.
31
9

11
8.
22

12
2.
50

12
1.
46

12
2.
75

12
2.
03

12
1.
46

12
1.
44

12
1.
66

12
4.
02

0.
5

11
8.
5

0.
83
3

11
7.
75

12
0.
03

11
9.
61

12
0.
01

11
9.
71

11
9.
61

11
9.
72

11
9.
65

11
8.
86

0.
7

11
5.
8

1.
19
2

11
7.
42

11
8.
75

11
8.
60

11
8.
66

11
8.
51

11
8.
60

11
8.
75

11
8.
58

11
6.
91

1
11
4.
1

1.
72
9

11
6.
93

11
7.
17

11
7.
31

11
7.
00

11
7.
03

11
7.
31

11
7.
51

11
7.
23

11
4.
85

2
11
0.
0

3.
59

11
5.
24

11
3.
05

11
3.
77

11
2.
83

11
3.
15

11
3.
77

11
4.
03

11
3.
62

11
0.
60

5
10
4.
5

9.
44

10
9.
90

10
4.
74

10
6.
00

10
4.
57

10
5.
26

10
6.
00

10
6.
20

10
5.
84

10
3.
91

7
10
1.
6

13
.6

10
6.
11

10
0.
52

10
1.
77

10
0.
41

10
1.
20

10
1.
77

10
1.
85

10
1.
64

10
0.
77

10
97
.9

20
.2

10
0.
16

95
.2
1

96
.2
2

95
.1
8

96
.0
6

96
.2
2

96
.0
7

96
.1
4

96
.7
1

20
82
.9

47
.6

77
.9
5

81
.2
0

80
.6
5

81
.3
5

82
.1
3

80
.6
5

79
.6
5

80
.7
6

83
.7
1

50
0.
77

12
80
9

0.
60

9.
45

5.
89

9.
55

1.
51

5.
89

4.
87

6.
08

0.
88

Th
e
su
m
of

sq
ua
re
s
of

di
ff
er
en
ce
s
∑ ( Q

−
Q

ca
lc

)2
27
1.
2

15
0.
4

12
6.
0

14
4.
2

74
.6

12
6.
0

12
9.
2

12
1.
0

7.
3

П
ри
ме
ча
ни
е.
Зн
ач
ен
ия

ст
ат
ис
ти
че
ск
и
не
зн
ач
им

ы
х
па
ра
ме
тр
ов

пр
ив
ед
ен
ы
в
кв
ад
ра
тн
ы
х
ск
об
ка
х.

N
ot
e.
Va
lu
es

of
th
e
st
at
is
tic
al
ly
in
si
gn
ifi
ca
nt
pa
ra
m
et
er
s
ar
e
gi
ve
n
in
sq
ua
re
br
ac
ke
ts
.

70



Вероятностные модели ёмкости электродного материала в широком диапазоне токовых нагрузок

a/a б/b

в/c г/d

д/e е/f

Рис. 2. Результаты аппроксимации экспериментальной зависимости удельной ёмкости электродного материала
Li3V2(PO4)3 от тока разряда разными моделями (ток заряда равен току разряда): a, б – представление экс-
периментальных данных в логарифмических и полулогарифмических координатах с иллюстрацией участков,
к которым можно применить модель Пейкерта; в, г, д, е – иллюстрация применимости вероятностных моделей
в соответствии с табл. 1–3, а именно: в – моделей C, W, CPE; г – моделей CpWp и CsWs; д – моделей CPEpWp

и CPEsWs; е – моделей CpCPEp и CsCPEs

Fig. 2. The results of approximation of experimental dependence of specific capacity of Li3V2(PO4)3 electrode
material on the discharge current by different models (the charge current is the same as the discharge current.): a, b –
presentation of the experimental data in logarithmic and semi-logarithmic coordinates, illustrating the areas to which
the Peukert’s law can be applied; c, d, e, f – Illustration of the applicability of the probabilistic models according to
Tables 1–3 (c – C, W, CPE models; d – CpWp and CsWs models; e – CPEpWp and CPEsWs models; f – CpCPEp

and CsCPEs models)
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a/a б/b

в/c г/d

д/e е/f

Рис. 3. Результаты аппроксимации экспериментальной зависимости удельной ёмкости электродного материала
Li4Ti5O12 от тока разряда разными моделями (ток заряда равен току разряда): a, б – представление экспе-
риментальных данных в логарифмических и полулогарифмических координатах с иллюстрацией участков,
к которым можно применить модель Пейкерта; в, г, д, е – иллюстрация применимости вероятностных моделей
в соответствии с табл. 1–3, а именно: в – моделей C, W, CPE; г – моделей CpWp и CsWs; д – моделей CPEpWp

и CPEsWs; е – моделей CpCPEp и CsCPEs

Fig. 3. The results of approximation of experimental dependence of the specific capacity of Li4Ti5O12 electrode
material on the discharge current by different models (the charge current is the same as the discharge current.): a, b –
presentation of the experimental data in logarithmic and semi-logarithmic coordinates, illustrating the areas to which
the Peukert’s law can be applied; c, d, e, f – Illustration of the applicability of the probabilistic models according to
Tables 1–3 (c – C, W, CPE models; d – CpWp and CsWs models; e – CPEpWp and CPEsWs models; f – CpCPEp

and CsCPEs models)
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в целом без учёта его внутренних особенно-
стей.

Идея применения вероятностного под-
хода изначально рассматривается в других
работах, в которых решающая роль отводит-
ся морфологии частиц активного материа-
ла LiFePO4 и избранные модели применя-
лись не к электроду, как это осуществля-
ется нами в этой работе, или электрохими-
ческой цепи в целом, как мы предполага-
ем возможным, а к физически малому объ-
ёму кристаллита твёрдого электродного ма-
териала [26, 27]. Характеристика электро-
да в целом получается интегрированием со-
ответствующей аналитической зависимости
по объёму кристаллитов и суммированием
по их трёхмерному распределению. В упо-
мянутых работах модель CpWp, предпола-
гающая параллельный перенос заряда через
двойной электрический слой и с диффузион-
ными ограничениями внутри каждого физи-
чески малого объёма кристаллита электрод-
ного материала, не объясняет наклон кри-
вой зависимости удельной ёмкости от време-
ни разряда при быстром течении процесса
(в области малых времён или больших то-
ков). Применение же модели CsWs к физи-
чески малому объёму кристаллита электрод-
ного материала с последующим интегриро-
ванием по объёму кристаллитов и суммиро-
ванием по их трёхмерному распределению
даёт лучшее согласие с экспериментальны-
ми данными.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

К зарекомендовавшей себя модели для
описания зависимости ёмкости электродно-
го материала химического источника тока
или суперконденсатора [22, 23] мы подо-
шли как к функции распределения вероят-
ностей свершения благоприятного события –
отдачи или накопления заряда при соответ-
ствующей лимитирующей роли диффузии
ионов или заряжения/разряжения двойного
электрического слоя. Такой взгляд открыва-
ет возможность анализировать случаи, в ко-
торых нельзя выделить единственную лими-
тирующую стадию, что актуально для мате-
риалов аккумуляторов, способных функцио-
нировать в широком диапазоне токовых на-
грузок.

Подход предполагает применение яс-
ных эквивалентных схем, включающих кон-
денсаторы, элементы Варбурга, элементы
постоянной фазы и, вероятно, других эле-
ментов к выстраиванию вероятностной мо-
дели для интерпретации токовой зависимо-
сти ёмкости электродных материалов. С учё-
том возможности и более сложных комби-
наций элементов в эквивалентных схемах,
чем мы рассмотрели в данной работе, под-
ход считаем применимым к моделированию
поведения не только отдельного электрода,
но и химического источника тока (электро-
химической системы) в целом.
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